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Abstract

The “fuzzy” DEA frontier is applied in situations where some variables (inputs or out-
puts) present a certain degree of uncertainty in its measurement, without any assumption
about the probability distribution function. we build the efficient frontier taking in account
the minor and major values of the input (or output). The efficient frontier is, in that case,
a fuzzy set, to which the DMUs have a degree of membership. In order to compute the
degree of membership two frontiers are constructed: the optimistic and the pessimistic
frontiers. As this indicator isn’t an efficiency score, we introduce the inverted frontier
concept, which allows the fuzzy-DEA efficiency score computation. We developed the case
where only one variable present a certain degree of uncertainty and it is generalised to the
case where some or all variables are uncertain.

Resumo

A fronteira DEA difusa surge em situagdes nas quais algumas varidveis (inputs ou
outputs) apresentam um certo grau de incerteza na medigdo, sem que se assuma que 0s
valores obedecem a alguma distribuicao de probabilidade. A fronteira eficiente é construida
considerando-se os limites de incerteza, isto é, os menores e maiores valores possiveis de
serem assumidos pela varidvel afectada pela incerteza de medigao. Dessa forma, constréi-se
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uma regiao em relagao a qual as DMUs possuem um certo grau de pertenga. Para calcular
o grau de pertenca sao construidas fronteiras optimistas e pessimistas. Como o grau de
pertenca nao é uma medida de eficiéncia, é introduzido o conceito de fronteira invertida
que permite calcular um indice de eficiéncia difuso. E mostrado o caso em que apenas
uma variavel apresenta incerteza e é generalizado para o caso em que algumas ou todas as
varidveis apresentam incertezas.

Keywords: DEA, Fuzzy sets, Fuzzy DEA efficiency score.

Title: Fuzzy DEA Frontiers

1 Introducao

Os modelos de Andlise Envoltéria de Dados (Data Envelopment Analysis — DEA) clédssicos
(Cooper et al., 2000) estimam uma fronteira nao paramétrica, linear por partes, constituida
pelas unidades eficientes. Supdem ainda que existe certeza na determinacao das medidas usa-
das. No entanto, isso pode nao ocorrer, seja por efectiva incerteza nas medidas, seja porque
os dados sdo considerados intervalares (Cooper et al., 2000). No primeiro caso, a soluc¢ao
cldssica é usar a Andlise de Fronteira Estocéstica (Stochastic Frontier Analysis) (Coelli et
al., 1998), que supde que as incertezas seguem alguma distribuicdo de probabilidade. Essa
abordagem, cuja introducao pode ser vista em Lovell (1993), utiliza métodos econométricos e
paramétricos. Na pratica, entretanto, essa distribuicao de probabilidade pode nao ser conhe-
cida. Sant’Anna (2002) propoe um modelo de célculo probabilistico de eficiéncias, sem levar
em conta a distribuicao de probabilidade, mas que nao gera um indice tinico de eficiéncia.

A proposta deste artigo, que estende os resultados de Soares de Mello et al. (2002) [29],
é construir um indice tnico de eficiéncia, para a situagdo em que as varidveis (inputs ou out-
puts) apresentam incerteza. E feita, inicialmente, a formulacdo para o caso em que apenas
uma variavel apresenta incerteza. Para tal, a fronteira eficiente é considerada como um con-
junto difuso (Zadeh, 1965) em relagdo ao qual as unidades em avaliagao (Decision Making
Units — DMUs) apresentam um certo grau de pertenca. Os limites inferior e superior desse
conjunto difuso sdo denominados fronteira pessimista e fronteira optimista quando a varidvel
com incerteza é um output, e inversamente quando a varidvel de incerteza é o input.

A troca dos outputs com inputs conduz a uma fronteira invertida (Yamada et al., 1994;
Novaes, 2002; Entani et al., 2002) em relagdo a qual as DMUs também possuem um grau de
pertenca. E entdo possivel, com os dois graus de pertenca, definir um indice de eficiéncia, que
sera denominado eficiéncia difusa ou eficiéncia fuzzy-DEA.

Estes mesmos conceitos sao estendidos para o caso em que varias varidveis apresentam
incerteza. E feita uma formulacdo geométrica para o caso de um input e um output, que
posteriormente é generalizada para o caso multidimensional.

Na literatura sao encontradas algumas alternativas para a incorporacao de incertezas aos
modelos DEA. Nessas proposicoes, os PPLs e/ou as medidas de eficiéncia assumem fungoes da
l6gica difusa. Na abordagem apresentada neste artigo é utilizada somente a filosofia da logica
difusa sem, no entanto, utilizar suas fungoes caracteristicas.
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2 Revisao bibliografica em modelos DEA difusos

Uma revisao bibliografica sobre os distintos enfoques utilizados para lidar com dados imprecisos
pode ser encontrada em Zhu (2003). O autor divide a imprecisdo em trés tipos: dados com
limites superior e inferior, dados ordinais e razoes de dados com limites superior e inferior. O
modelo utilizado para esse caso é o IDEA (Imprecise Data Envelopment Analysis) (Cooper et
al., 1999), sendo este um problema de programagao nao linear que, com pequenas variagoes,
lida com os trés tipos de dados imprecisos, com o uso de transformacoes de escala. Por existirem
problemas associados a transformacao de escala, o autor propoe um enfoque simplificado, que
converte as variaveis utilizadas em dados exactos. Os resultados mostram que os indices de
eficiéncia assim obtidos sao calculados mais facilmente.

Lertworasirikul et al. (2003) tratam inputs e outputs imprecisos como conjuntos difusos.
Esses modelos sao formalizados através de programacao linear fuzzy. Como enfoque alterna-
tivo, os autores propoem a utilizacdo de “modelos DEA de possibilidades” (possibility DEA
models) que incorporam medidas de possibilidade para os eventos difusos na forma de restrigoes
difusas. Uma varidvel difusa é associada a uma distribuicao de possibilidades (Zadeh, 1978).
Nesse enfoque, os indices fuzzy-DEA sdo tnicos, mas dependentes do nivel de possibilidade
utilizado, isto é, para varios niveis de possibilidade utilizados hé diversos indices diferentes
correspondentes.

O modelo IDEA (Imprecise Data Envelopment Analysis) é usado por Despotis e Smirlis
(2002) para lidar com dados imprecisos de dois tipos: dados com limites superior e inferior
(dados por intervalos ou interval data) e dados ordinais. A utiliza¢do desse modelo néo linear
é feita através de uma mudanca de escala das varidveis, que transforma o modelo nao linear
em um modelo de programacao linear. Como resultado, obtém-se um limite superior e inferior
para a eficiéncia de uma determinada DMU, o que, segundo os autores, permite uma melhor
discriminagao entre as DMUs com a utilizagdo de modelos post DEA. Os autores propoem
ainda um modelo post DEA para determinar inputs alvos para DMUs ineficientes.

Entani et al. (2002) empregam um modelo DEA para avaliar DMUs de forma optimista.
Esses resultados sdo utilizados para determinar a eficiéncia por intervalos, através da pro-
posicdo de novos modelos DEA. Assim, o indice de eficiéncia ndo é representado por um
nimero, mas sim por um intervalo de eficiéncia. Por outro lado, com base no modelo Inverted
DEA (Yamada et al., 1994) avaliam cada DMU de forma pessimista e calculam indices de
ineficiéncia por intervalos. Os autores consideram ainda dados por intervalos (interval data) e
propoem um modelo para calcular a eficiéncia e a ineficiéncia por intervalos, tal como foi feito
para os dados com valores 1inicos e exactos.

A avaliacao do desempenho de departamentos académicos de uma Universidade ¢ realizada
por Lopes e Lanzer (2002). Os resultados de DEA nas dimensdes de ensino, pesquisa, extensao
e qualidade foram modelados como numeros difusos e agregados através de um agregador
ponderado, o que gera um tunico indice de desempenho para cada departamento.

Cooper et al. (2001) propéem um modelo IDEA estendido. Esse modelo permite nao
somente o uso de dados incertos, mas também o uso de restricoes aos pesos do tipo regioes
de seguranga ou cone-ratio. Nesse caso, os limites das varidveis sao transformados em ajustes
de dados. O modelo é aplicado a avaliagao de eficiéncia de postos de uma companhia de
telecomunicagoes coreana.
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O modelo DEA CCR (Charnes et al., 1978) é estendido para um modelo denominado
DEARA por Guo e Tanaka (2001). Esse modelo utiliza conceitos da andlise de regressao e é
estendido para um modelo DEA difuso que considera inputs e outputs difusos. Os indices de
eficiéncia resultantes sao indices de eficiéncia difusos ou intervalares.

Kao e Liu (2000) apresentam um procedimento para medir as eficiéncias das DMUs que
envolvem varidveis difusas. O modelo difuso é transformado em uma familia de modelos DEA
convencionais baseados em dados exactos, utilizando o enfoque a-cut. Os indices de eficiéncia
difusos obtidos sao expressos por meio de funcoes intervalares. Dessa maneira, segundo os
autores, hd maior nivel de informacao para a geréncia.

Para medir a eficiéncia técnica de DMUs, Triantis e Eeckaut (2000) relaxam o conceito de
fronteira de producao e propdem uma comparacao por pares ao verificar a dominancia ou nao
dominancia de uma DMU quando comparada a outra. A utilizacao de varidveis difusas (dados
imprecisos) faz com que o resultado dessa comparagao seja uma comparagao difusa por pares
(fuzzy pair-wise comparison). Os resultados das comparagoes feitas par a par sdo apresentados
em uma matriz, que mostra dominancia em dois sentidos. Assim, ndo sao obtidos indices de
eficiéncia, mas uma indicagao sobre quem domina quem. Deve-se realcar que caso esse modelo
fosse usado com dados exactos, geraria um modelo equivalente ao FDH (Free Disposal Hull)
(Deprins et al., 1984).

Hougaard (1999) usa intervalos difusos para unir em um indice de eficiéncia a informacao
fornecida pelos indices de eficiéncia analiticos (DEA) e indices de eficiéncia subjectivos ba-
seados em dados que reflectem aspectos qualitativos e organizacionais, expressos na forma
de intervalos difusos. Uma funcdo de um intervalo fuzzy representa a forma de especificar a
relagao entre esses dois tipos de informacgao. De forma ideal, as duas fontes de informacao
relacionadas ao desempenho de uma DMU podem ser unidas de forma que a “objectividade”
de DEA possa ser utilizada para controlar a “subjectividade” do ponto de vista do especialista,
e vice-versa. O resultado é um indice corrigido expresso na forma de um intervalo difuso.

Uma abordagem em trés estagios para medir a eficiéncia técnica em ambiente difuso é
proposta por Triantis e Girod (1998). Essa abordagem usa DEA cldssico e incorpora conceitos
desenvolvidos em programacao paramétrica difusa (Carlsson e Korhonen, 1986).

Sengupta (1992) explora a teoria dos conjuntos difusos no contexto de DEA. O autor usa
trés tipos de estatisticas difusas (programagao matemética difusa, regressao difusa e entropia
difusa) para ilustrar os tipos de decisao e de solugdo que podem ser alcangados quando os
dados sao vagos e a informacao a priori é inexacta e imprecisa.

3 Formulacao para uma variavel com incerteza

3.1 Criagao da fronteira DEA difusa

A abordagem aqui proposta destaca-se das anteriores por nao fazer nenhuma suposicado em
relagdo a forma como cada input ou cada output varia. Qualquer que seja a variagao sao
levados em conta apenas os valores maximos e minimos possiveis de serem assumidos, com o
uso posterior de programacao linear classica e modelos DEA tradicionais para a determinacgao
das fronteiras.
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Se em um modelo DEA nao houver certeza sobre os valores assumidos por um output; nao
havera igualmente certeza sobre a exacta localizacao da fronteira eficiente. Caso os valores do
output para algumas DMUs sejam maiores que o suposto, a fronteira estard deslocada “mais
acima”, isto é, em uma regiao de valores superiores para esse output. Caso os valores sejam
inferiores ao suposto, a fronteira estara “mais abaixo”.

Portanto, neste caso, a fronteira nao é um conjunto no sentido classico do termo, mas um
conjunto difuso (Zadeh, 1965). Para esse conjunto nao tem sentido dizer que um elemento
pertence ou nao ao conjunto; deve-se fazer referéncia ao grau de pertenca desse elemento ao
conjunto. Dessa forma, em vez de existirem DMUSs na fronteira e outras fora da fronteira,
havera DMUs com diferentes graus de pertenca a fronteira.

Em légica difusa classica sao postuladas certas fungoes, denominadas funcoes de pertenca,
que determinam o grau de pertenca de uma certa variavel a um determinado conjunto. No caso
da fronteira difusa, o grau de pertenca serd calculado com base em propriedades geométricas
das fronteiras geradas. Para tal, torna-se necessario definir previamente alguns termos. A
fronteira localizada “mais acima” é, na verdade, aquela fronteira obtida por um modelo DEA
cléssico (CCR ou BCC) que leva em conta o maximo valor do output incerto que cada DMU
pode atingir. Como, em termos de producao, essa é a melhor situagdo para todas as DMUs, a
fronteira assim obtida denominar-se-a Fronteira Optimista. Analogamente, a fronteira obtida
com o modelo DEA cléssico que considere o menor valor de output para cada DMU é a Fronteira
Pessimista, ja que considera a situagao menos favordvel de producao.

A Figura 1 ilustra esses conceitos, para o modelo DEA BCC (Banker et al., 1984). A
fronteira difusa é toda a regido situada entre as fronteiras pessimista (fronteira inferior) e
optimista (fronteira superior). Note-se ainda que uma DMU nao é mais representada por
um ponto; a incerteza na medicao do output faz com que a representacao da DMU seja um
segmento de recta com extremidades determinadas pelos valores pessimista e optimista desse
output.

Na Figura 1, OP¢, e OP, referem-se ao output projectado na fronteira optimista e pes-
simista, respectivamente. ¢ é o comprimento da DMU, ou seja, é a diferenca entre os valores
optimista e pessimista do output; [ é a largura da faixa, isto é, representa para cada DMU a
diferenca entre o valor do output incerto para as fronteiras optimista e pessimista; p é parte
que estd na faixa, é a diferenca entre o output optimista de cada DMU e a interseccao dessa
DMU com a fronteira pessimista.

Uma vez definidos a fronteira difusa e os termos c, [ e p, deve-se definir o grau de pertenca
de cada DMU a essa fronteira. Na Figura 2 observa-se que as DMUs A e F' estao integralmente
contidas na regiao que define a fronteira difusa. Essas DMUs devem ter grau de pertenga 1 a
fronteira. J4 as DMUs B e C apenas tocam a fronteira e, portanto, o grau de pertenca é nulo.
Entre esses dois casos extremos, as DMUs poderao ter graus de pertenca intermédios.

A DMU G contém toda a largura da fronteira difusa, mas tem uma parte da largura da
faixa externa a fronteira. Ou seja, na hipdtese de outputs pessimistas em DEA cldssico, a
DMU nao seria eficiente. Assim, apesar de ndo estar totalmente excluida da fronteira, a sua
pertenca também nao é total.

Em situagoes semelhantes & da DMU G, a pertenca deveria obedecer a relagao p/c, unitaria
quando p = c¢. Por outro lado, a observagao da DMU FE, mostra que ela estd totalmente
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Figura 1: Fronteiras optimista e pessimista.
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Figura 2: Fronteira difusa no modelo BCC.
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Tabela 1: Pertencas em relacao a fronteira difusa.

DMU 1| Ofp | Ofo | c |l | p| e

A 111 2 11111} 1,00
B 211 2 11210/ 0,00
C 412 4 2(41]0] 0,00
D 412 6 4141|2025
E 414 6 2(4)21050
F 515 10 5 (5|5 1,00
G 6| 4 10 65|51 083

contida na fronteira difusa, porém existe uma regiao da fronteira que nao contém a DMU.
Entéo, caso sejam considerados outputs optimistas em DEA classico, a DMU néao é eficiente.
Para situagoes andlogas a essa, a pertenca deveria ser p/l, unitdria quando p = [. Torna-se
necessario combinar os dois casos, de forma a garantir que uma DMU sé tenha pertenca 1 a
fronteira difusa se ela for eficiente tanto na hipdtese pessimista quanto na optimista.

O produto das expressoes usadas anteriormente, consideradas como pertencas parciais,
satisfaz a essa propriedade. Assim, a pertenga a fronteira difusa é definida pela equagao (1).

2

o="1 M)

A Tabela 1 traz os resultados de célculo de pertenca para as DMUs da Figura 2, onde Oy,
e Oy, sao, respectivamente, os valores do output nas fronteiras pessimista e optimista, e I é o
valor do input.

3.2 Calculo algébrico da pertenca

O calculo anterior baseia-se em uma definigao geométrica e, portanto, s6 é vidvel em modelos
extremamente simples. Para obter-se uma expressao que possa ser usada em modelos gerais,
multidimensionais, em que apenas um output apresenta incerteza, faz-se necessario transformar
as grandezas geométricas da equagao (1) em quantidades que possam ser extraidas dos modelos
DEA cléssicos: outputs optimistas e pessimistas, eficiéncias com output pessimista em relagao
a fronteira pessimista (Ef f,) e com output optimista em relagao a fronteira optimista (Ef ¢,).

Para o caso de um output com incerteza, ao considerarem-se as definicoes classicas de DEA
orientado a outputs, e que, nesta situacao, as eficiéncias sao dadas por numeros maiores que
a unidade, tém-se as equagoes (2) e (3), nas quais Oy, e Oy, sao os valores nas fronteiras
optimista e pessimista deste output.

Eftp= (2)
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A largura da faixa [ é a diferenga entre o alvo da fronteira optimista e o alvo da fronteira
pessimista, ou seja, [ = OPf, — OPf, = O Effo — OppEffp. O comprimento da DMU ¢ é
a diferenca entre o output optimista e o pessimista, isto é, ¢ = O, — Oy,. A parte da DMU
que estd na fronteira p é a diferenca entre o output optimista e o alvo do output pessimista na
fronteira pessimista, desde que a diferenca seja positiva. Isto implica que o output optimista
deve estar dentro da faixa da fronteira difusa; caso contrario, p deve ser igual a 0. Em (4)
formaliza-se a equacao para p.

P=0s0=OppEfsp, se Opo = OppEfpp 20
p = 0, caso contrario

(4)

Ao serem substituidos os valores de p (calculado em (4)), [ e ¢ (determinados no paragrafo
anterior) na expressao (1), é possivel obter a expressao que represente algebricamente a per-
tenga. Essa relacao é apresentada em (5).

(Ofo—oprffp)2
(OfoEffo*Oprffp)(Ofofofp) ’
0, caso contrario

se Opo — OppEfrp >0

®
2

Além do caso em que Oy, — O, E fr, < 0, onde o indice de pertenca foi arbitrado como
nulo, o cdlculo algébrico dessa pertenca também ¢é zero caso O, — Of,E ff, = 0. Por outro
lado, como o numerador de (5) estd elevado ao quadrado, nunca assume um valor negativo.
Na orientacao a outputs, o alvo na fronteira optimista é sempre maior que o alvo na fronteira
pessimista, e o output optimista é sempre maior que o output pessimista. Dessa forma, o
denominador €, igualmente, sempre positivo. Portanto, o indice de pertenca é sempre um
nimero nao negativo.

Caso as eficiéncias optimista e pessimista sejam unitdrias , o indice de pertenca é
(0o=0p)*
(0o—0p)(0o—0p)
entacao a outputs a eficiéncia é maior ou igual a 1). Portanto, tem-se que O, — OppE frp >

OtoE fro — OppE fpp. Verifica-se ainda que OfoEfro — OpEfro > Ofo — OppE fy, (haja visto
que OfoEfo > Oy,). Logo, na fragao (5) cada termo do denominador é maior ou igual que a
raiz quadrada do numerador. Conseqiientemente, o numerador nao é maior que o denominador

e o indice de pertenca nao pode ser maior que a unidade.

=1 . De outro lado, observa-se que OpEfs, > O, (uma vez que na ori-

Deve-se observar ainda que o indice de pertenca (5), embora calculado a partir de eficiéncias
nao é uma medida de eficiéncia. Assim, nao precisa respeitar as propriedades das medidas de
eficiencias. Em particular, o conjunto de DMUs com pertenca unitaria a fronteira difusa nao
é necessariamente um conjunto convexo.

A Tabela 2 apresenta os valores de eficiéncias, [, ¢, p e p com base nas equagoes (2) a (5),
para o exemplo da Figura 2. Destaca-se que como a orientacao do modelo é a outputs, as
DMUs ineficientes apresentam valor de eficiéncia maior que 1.
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Tabela 2: Valores calculados com base nas relagdes (2) a (5).

DMU I| Opp | Opo | Efp | Efjo | c |l |p]|p
A 1)1 2 1,00 [ 1,00 | 1] 1] 1] 1,00
B 21 2 2,00 2,00 11210000
C D) 1 2,00 | 2,00 [2[4]0]000
D D) 6 200 | 1,33 |4 42025
E 4 | 4 6 1,00 1,33 214121050
F 515 10 1,00 1,00 515 |51 1,00
G 6 | 4 10 1,25 1,00 65|51 083

6
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Figura 3: Fronteiras optimista e pessimista para o caso de modelo BCC orientado a inputs.

3.3 Fronteira Difusa com um Input com Incerteza

De forma andloga ao que acontece com um output com incerteza, pode-se apresentar o caso
em que haja um nput com incerteza. Nesse caso, define-se como input optimista, Iy,, aquele
com o menor valor que o nput pode assumir, e input pessimista, Ir,, o de maior valor que o
input pode assumir. Quando se consideram os inputs optimistas para todas as DMUs, tem-se
a fronteira optimista; quando sao considerados os inputs pessimistas para todas as DMUs,
obtém-se a fronteira pessimista. A Figura 3 representa as fronteiras optimista e pessimista
para o caso de input com incerteza na mediacao. Nessa figura Iy,, Iyp, IPf, € 1Py, sao,
respectivamente, os valores optimista e pessimista do input e os valores do input projectado
nas fronteiras optimista e pessimista.

O segmento de recta que representa um input com incerteza é horizontal, ao contrario do
caso orientado a outputs em que a DMU é representada por um segmento vertical.
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Deducoes semelhantes as do caso anterior, permitem definir o indice de pertenca apresen-
tado em (6). As mesmas consideragoes feitas para a expressao (5), continuam vélidas desde
que seja considerado que em (6) as eficiéncias sdo orientadas a inputs, ou seja, sao valores
menores ou iguais a 1.

(IfPEffp_Ifo)2
,se lepEfe, — 10 >0
IfoEffo_prEffp)(pr_lfo) fp ffp fo =

0, caso contrario

g
g
3.4 Fronteira Invertida e Eficiéncia Fuzzy-DEA

O grau de pertenca a fronteira nao é uma medida de eficiéncia. De fato, duas DMUs que tenham
grau nulo de pertenca a fronteira podem ter posicoes relativas bem diferentes nao detectadas
pelo indice aqui proposto. Ou seja, ao contrario dos modelos DEA clédssicos que fornecem
muitos empates nos indices 100% eficientes, o enfoque apresentado neste artigo fornece empates
para as DMUs totalmente nao pertencentes a fronteira.

Para distinguir entre essas DMUs é necessario introduzir o conceito de fronteira invertida
(Yamada et al., 1994; Novaes, 2002; Entani et al., 2002), que consiste em considerar os outputs
como inputs e os inputs como outputs. Esse enfoque admite pelo menos duas interpretagoes.
A primeira é que a fronteira consiste das DMUs com as piores praticas gerenciais (e poderia
ser chamada de fronteira ineficiente); a segunda é que essas mesmas DMUs tém as melhores
praticas segundo um ponto de vista oposto.

Uma fronteira invertida difusa pode ser utilizada para distinguir entre as diversas DMUs
com grau de pertenga zero a fronteira difusa original. Para esse caso, quanto maior o grau de
pertenca a fronteira invertida menor a eficiéncia da DMU.

Para obter um indice tnico de eficiéncia, deve-se englobar os dois graus de pertenca e
obrigar a que a variacao do indice se dé entre 0 e 1. Esse indice serd chamado de eficiéncia
difusa (ou eficiéncia fuzzy-DEA) (Ef gifusa) € é dado pela equacao (7), na qual p, é o grau de
pertenca a fronteira original e p; é o grau de pertenca a fronteira invertida.

(po*@ile)

Efdifusa = 9

(7)

Apesar de, por simplicidade de linguagem, a agregacao dos dois indices de pertenga tenha
recebido a denominacao de eficiéncia difusa, ele nao é um indicador de eficiéncia no sentido
classico do termo. E apenas uma ponderacao normalizada entre um indice de pertenca, e o
complementar de outro indice de pertenca.

A Figura 4 ilustra os conceitos de fronteira invertida difusa para o caso de um input e um
output. Para esse exemplo, os graus de pertenca e a eficiéncia difusa sao mostrados na Tabela
3 (dados originais de input e output na Tabela 1).

Em vez de usar o complementar da pertenca a fronteira invertida é possivel trabalhar com
um indice de nao pertenca a essa fronteira. Para conjuntos classicos, estas formulagoes sao
equivalentes, mas tal nao acontece em conjuntos difusos.
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Input

Figura 4: Fronteira difusa invertida no modelo BCC.

Tabela 3: Graus de pertenca e de nao pertenca e eficiéncia difusa para as DMUs da Figura 4.

DMU ©o i Ef difusa | Img; Ef difusarm
A 1,00 1,00 0,50 0,00 0,50

B 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00

C 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00

D 0,25 0,50 0,37 0,00 0,125

E 0,50 0,00 0,75 1,00 0,75

F 1,00 0,20 0,90 0,30 0,65

G 0,83 1,00 0,42 0,00 0,165
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O indice de nao pertenca deverd sera tanto maior quanto maior for a relagdo entre o
segmento da DMU localizado fora da fronteira invertida difusa e o segmento de reta que
representa a DMU. Deverd ser, também, tanto maior quanto maior a relagdao entre o que falta
a DMU para ocupar totalmente a largura da faixa que constitui a fronteira invertida e a largura
total desta faixa.

O indice de nao pertenga a fronteira invertida, I'mg;, é dado pela equagao (8), na qual F'1
e F'2 denotam os limites superior e inferior da fronteira invertida, e U1l e U2 os limites superior
e inferior da DMU avaliada. Sua generalizacao é apresentada em (9) para o caso de um input
com incerteza.

-

1F1
2  Fir2 0 ¢ F1>U2

Imgp; =1, caso contréario

g
)
R
¥

Imp; =

(8)

— (I —1 Ef )(Io—IoEfo)
Impi = @ 1y0E, 1.55) 3¢ wEfp > Lo

Imgp; = 1, caso contrario

(9)

Para os dados da Tabela 1, os resultados obtidos com esta abordagem sao os mostrados
nas duas ultimas colunas da Tabela 3. Embora as ordenacgoes produzidas sejam semelhantes,
a DMU mais eficiente foi alterada. A DMU E, totalmente fora da fronteira invertida, toma a
posicao de mais eficiente da DMU F' nesta formulacao, penalizada um pouco mais fortemente
pela sua pertinéncia parcial a essa fronteira.

4 Formulagao para varias variaveis com incerteza

4.1 Conceitos gerais

As formulacGes anteriores sao restritas ao caso em que apenas uma variavel apresenta incerteza.
Pode ocorrer que mais de uma, ou mesmo todas as varidveis apresentem incerteza. Torna-se
entao necessario generalizar os conceitos anteriores.

O ponto mais pessimista é agoira o ponto da DMU que estd a ser avaliada com os maiores
valores para todos os inputs e os menores para todos os outputs. Analogamente, o ponto mais
optimista é o ponto da DMU com os menores valores para todos os inputs e os maiores para
todos os outputs.

Mais uma vez, a fronteira pessimista é determinada com um modelo DEA para todos os
pontos mais pessimistas e, analogamente, a fronteira optimista é calculada com os pontos mais
optimistas. Os alvos de cada DMU nas duas fronteiras sao os alvos pessimistas e optimistas.
No entanto, devido a variagao em mais de uma variavel, estes alvos sao nao radiais, e a direccao
de projecgao é determinada pelo vector que une os pontos extremos de cada DMU.

A figura 5 ilustra os conceitos anteriores, no caso de um modelo com apenas 1 input e
1 output, ambos com incerteza. Nela, A é o ponto mais pessimista, C' o mais optimista; B
é o alvo pessimista e D o optimista. Por analogia com o caso em que s6 uma das varidveis
apresenta incerteza, o indice de pertenga a fronteira difusa é definido pela equagao (10).
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Figura 5: Fronteira DEA difusa com input e output com incerteza.
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O célculo dos alvos pode ser feito pela intersecgao da recta suporte do segmento que define
a DMU com as fronteiras pessimista e optimista. Este calculo, no caso bidimensional apresen-
tado, é relativamente facil. No entanto, em casos de maior dimensao, seria necessario conhecer
as equagoes de todas as faces, o que é impraticavel. Este é um modelo de complexidade ex-
ponencial (Fukuda, 1993; Duld, 2002) e os algoritmos existentes ou nao sao préticos ou sao
invidveis (Gonzalez-Araya, 2003).

4.2 Modelo Multiobjectivo

Para contornar o problema de determinacao de faces, utiliza-se o0 modelo multiobjectivo para
determinagao de alvos (Angulo-Meza, 2002; Angulo-Meza et al., 2002; Soares de Mello et al.,
2003), cuja formulagao é apresentada em (11), no caso do modelo DEA-CCR.
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Tabela 4: Dados para o exemplo numérico multidimensional.

DMU I¢p | Igo | Opp | Oyo
A 3 1 10
B 7 4 12 15
C 2 1 3 8
D 5 3 7 11
max ¢
max ¢
min (g
min ¢,
sujeito a (11)

n
Prirjo = Zl Yridj, Vr=1,..,5
J:

YiTijo = Z .I'ij)\j, Vi = 1,...,m
Jj=1

¢or>1, Vr=1,..s
pi<1l, Yi=1,..m
Aj>0,Vj=1,.n

Em (11) optimizam-se as projeccoes de cada uma das varidveis (s outputs e m inputs) de
maneira independente. O modelo fornece como resultado um conjunto de alvos para a DMU
que esta a ser avaliada (em um total de n DMUs), e o utilizador, ou decisor, é o encarregado
de fazer a escolha final do alvo.

Neste caso, o alvo procurado é aquele que passa pela recta que une os pontos mais optimis-
tas e mais pessimistas. Uma vez que em um espaco n-dimensional uma recta é definida por
n—1 equagoes lineares, o modelo multiobjectivo transforma-se em um modelo mono-objectivo.

4.3 Exemplo Numérico
A Tabela 4 traz os dados para o exemplo numérico multidimensional, ou seja, em que o input
e o output apresentam incertezas a medicao. Para ilustrar considere-se DMU D, cujo ponto

pessimista estd dado por (5,7) e o optimista por (3,11). A recta que passa por esses pontos
esta dada pela equagao apresentada em (12).

y=—2x+17 (12)

Logo, a equacao da recta que passa pelos alvos pessimista e optimista da DMU é dada pela
equagao (13).

oy = —2px + 17 (13)
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O alvo para a fronteira pessimista é calculado com o emprego do modelo multiobjectivo
(11), no qual acrescentou-se a restricdo de convexidade para considerar a fronteira definida
pelo modelo BCC, conforme mostrado em (14).

max 7¢

min 5

sujeito a

To=A+12X 0 + 33+ TNy

S5 = 3A1 4+ TA2 4+ 2X3 + 5y (14)
MFAX+A3+N=1

¢>1

p<1

Aj 20,9]

Ao substituir-se a equacao da recta (12) que passa pelos alvos optimista e pessimista no
modelo (14), e sendo x = 5, tem-se o modelo (15).

max = —2(5)p + 17 = min 10p

min 5y

sujeito a

—2(5)p + 17 = A1 + 12X + 3X3 + T4
50 = 3A1 + TAa + 2A3 + 5y
MAA+A3+ =1

p<1

Aj > 0,V5

(15)

Ja que ambas as fungoes objectivo estao em fungao de ¢, uma delas pode ser eliminada e,
dessa forma, o modelo multiobjectivo transforma-se em um modelo mono-objectivo, apresen-
tado em (16).

min 5

sujeito a

—10p+17=X + 12X +3X3 + Ty

5 = 3A1 + Tha 4+ 2A3 + d\y (16)
MFAX+A3+ N =1

p<1

Aj 2 0,Vj

Ao correr-se o modelo (16), obtém-se como resultados 5p = 4,63, alvo para o input, e, por
substituigao em (13), 7¢ = 7,74, alvo para o output.

O mesmo procedimento deve ser realizado para a fronteira optimista. Dessa forma, o
modelo multiobjectivo para calcular o alvo optimista de D é formalizado em (17).
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max 11¢

min 3¢

sujeito a

11¢p = 101 + 15X + 8A3 + 110y

3p =AM +4Xa+ A3+ 3\ (17)
AMF+X+A3+M=1

p>1

p<1

Aj > 0,V7

Procedendo-se de maneira analoga ao caso da fronteira pessimista, obtém-se o modelo (18)
na fronteira optimista.

max —2(3)p + 17 = min 6p

min 3¢

sujeito a

—2(3)p + 17 = 10A; + 15X2 + 8A3 + 114
3o =AM +4X+ A3+ 3y
MAX+A3+M=1

p<1

Aj > 0,Y)

Similarmente, o modelo multiobjectivo transforma-se no modelo mono-objectivo (19), cuja
resolugao resulta em 3¢ = 2, 36, alvo para o input, e 11¢ = 12,27, alvo para o output.

min 3¢

sujeito a

—6p 4+ 17 = 10A\; + 152 + 83 + 11Xy

3o =A1 +4Xs+ A3+ 3\ (19)
MF+A3+M=1

p<1

Aj >0,V5

Com esses valores e com a equagao (10), calcula-se a pertenca, p, da DMU D a fronteira
difusa, conforme (20).

(4,63;7,74)(3;11) ] [(4, 63;7,74)(3; 11)

= 0,586 (20)
(4,63;7,74)(2, 36; 12, 27) (5:7)(3, 11)

De forma anéaloga, podem ser calculados alvos para as demais DMUs, bem como os indices
para a fronteira invertida.
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5 Conclusoes

A abordagem proposta neste artigo para incorporacao de incertezas aos modelos DEA classicos
tem a vantagem de nao arbitrar, nem uma determinada distribuicao de probabilidade para
as incertezas das varidveis, nem uma fungao difusa para as mesmas. E, ao mesmo tempo,
matematicamente simples, ja que os resultados sao obtidos através de calculos algébricos, sem
necessidade de usar programagao linear difusa.

Ao determinar uma regiao onde se encontra a fronteira difusa e ao construir geometrica-
mente uma funcao de pertenca e, conseqiientemente, a medida de eficiéncia difusa, os desen-
volvimentos deste artigo situam-se préximos a origem dos conjuntos difusos sem, no entanto,
usar suas fungoes caracteristicas.

Adicionalmente, o indice proposto para medir a eficiéncia difusa, permite resolver um dos
principais problemas em DEA, qual seja, o de as DMUs poderem ser eficientes atribuindo peso
nulo a varios multiplicadores (Estellita-Lins e Angulo-Meza, 2000). Com efeito, para uma
DMU possuir alta eficiéncia, esta deve ter um elevado grau de pertenca em relagao a fronteira
optimista e baixo grau em relacdo a fronteira pessimista. Dessa forma, todas as variaveis sao
levadas em conta no indice final. Assim, nao basta a DMU ter bom desempenho naquilo em
que ela é melhor; nao deve ter também mau desempenho no critério em que for pior. Isso é
conseguido sem a atribuicao de nenhum peso subjectivo a qualquer critério.

Essa caracteristica permite eliminar outro dos inconvenientes dos modelos DEA BCC: o
fato de a DMU de maior output ser eficiente independentemente dos valores dos inputs (Ali,
1993). No modelo aqui proposto, o valor da eficiéncia de tal DMU depende também de sua
posicao em relacao a fronteira invertida. Deve ser ressaltado que existem outros métodos para
resolver esse problema. Entretanto, ou exigem julgamentos subjectivos, como é o caso das
restri¢coes aos pesos (Allen et al., 1997) ou, alternativamente, exigem métodos matematicos
mais sofisticados, como é o caso da suavizagao da fronteira DEA (Soares de Mello et al., 2002)
[30].

O modelo para vérias varidaveis com incerteza é resolvido de forma eficiente com ajuda da
formulacdo multiobjectivo de DEA. No entanto, devido & quantidade de cédlculos envolvidos
torna-se necessario o desenvolvimento de um software especifico, de modo que este modelo
torne-se pratico.
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