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Abstract

In this paper, we analyze a new vehicle routing problem, the Prize Collecting Vehicle
Routing Problem with Service Restrictions (PCVRPsr), which arises in wood-waste col-
lection. It is a problem with a homogeneous fleet and a unique depot, in which the visit to
some clients in not compulsory, but conditioned by the total needs of waste. We propose a
formulation for this problem, which comes from a three-index vehicle flow formulation for
the Vehicle Routing Problem.

To optimize the plan, we explore methods based on decomposition. We analyze, in
particular, the Dantzig-Wolfe decomposition applied to this formulation, and a branch-
and-price scheme to find integer solutions.

An algorithm was developed to obtain the computational results discussed at the end
of the paper. In the branch-and-price tree, we applied a method for deriving lower bounds
for the bin-packing problem, based on dual feasible functions, that makes the process more
efficient.

Resumo

Neste artigo, analisa-se um novo problema de planeamento de rotas, o Prize Collecting
Vehicle Routing Problem with service restrictions (PCVRPsr), sugerido por um caso de
recolha de desperdicios de madeira. E um problema onde a frota é homogénea, o depdsito
lnico e em que a visita a alguns clientes nao é obrigatéria, mas condicionada pelas necessi-
dades totais de desperdicios. Propoe-se uma formulacao para este problema que deriva de
um modelo de fluxo de trés indices para o problema de planeamento de rotas de veiculos.

Para a optimizacao do plano de rotas, exploraram-se métodos de decomposicao. Analisa-
se, em particular, a aplicagdo do método de decomposicao de Dantzig-Wolfe a formulacao
proposta e, para a obtengao de solugoes inteiras, o método de partigao e geragao de colunas
(branch-and-price).

Foi desenvolvido um algoritmo com o qual se obtiveram os resultados computacionais
que analisamos na parte final do artigo. No algoritmo de pesquisa em arvore, foi aplicado
um método de determinagao de limites inferiores para o problema de empacotamento,
baseado em fungoes duais validas, que torna o processo mais eficiente.
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1 Introducao

O sistema de recolha em estudo é constituido por um conjunto de unidades distribuidas
(fabricas de serragao, superficies comerciais, produtores de mobilidrio) que geram desperdicios
de madeira como fruto da sua actividade produtiva e por um fabricante de aglomerados que se
encarrega de recolher com os seus préprios meios aquilo que para ele representa uma matéria
prima barata. Nesse contexto, um dos problemas que enfrenta o fabricante consiste em deter-
minar um plano econémico de recolhas atendendo as condicGes especificas do seu sector.

O fabricante tem um duplo objectivo. Por um lado, recolher os desperdicios necessarios a
sua laboragao. Por outro, assumir plenamente o seu papel de agente ecoldgico, garantindo o
servico aos clientes cujos niveis de desperdicios acumulados estejam acima de um determinado
patamar. Distinguem-se assim duas classes de clientes: os que tém que ser obrigatoriamente
visitados e aqueles que sé o sao se as necessidades periddicas do fabricante nao puderem ser
satisfeitas com os primeiros. Desta forma, um cliente com um nivel de desperdicios baixo pode
nao ser visitado. Do ponto de vista econémico, o planeamento visa a minimizagao dos custos
varidveis de operacao dos veiculos, considerados proporcionais a distancia total percorrida
(como acontece frequentemente na pratica, assume-se que as matrizes de distancias e tempos
de transito obedecem ao principio de desigualdade triangular).

Para tal, o fabricante dispée de uma frota virtualmente ilimitada de veiculos de igual
capacidade e de um depdsito uinico. As descargas sao exclusivamente efectuadas nesse deposito,
onde se iniciam e terminam todas as rotas. A duracao de cada rota é naturalmente limitada a
duracao de um turno de trabalho. Os clientes, as unidades cujos desperdicios de madeira sao
recolhidos, nao impoem qualquer restricao a operacao dos veiculos. Um veiculo pode visitar
um cliente a qualquer momento do dia, procedendo de imediato a recolha, com a tnica garantia
do levantamento da totalidade dos desperdicios disponiveis. Dessa forma, no horizonte de um
planeamento, um cliente é visitado por apenas um veiculo.

No problema cléssico de planeamento de rotas de veiculos, designado na literatura anglo-
saxonica por Vehicle Routing Problem (VRP), todos os clientes tém de ser visitados. No Prize
Collecting Travelling Salesman Problem introduzido por Balas [3], essa condi¢ao é relaxada:
um cliente pode nao ser visitado incorrendo-se por isso numa penalizacao contabilizada di-
rectamente no custo total da solucao. No problema em estudo, nao visitar um cliente com
um nivel baixo de desperdicios implica uma economia imediata dos custos de deslocacao até
esse cliente. Contudo, ao abdicar dos seus desperdicios, incorre-se numa penalizacao indirecta
igual ao custo da visita a outro cliente do mesmo tipo, visita que passa a ser necessaria em
virtude das necessidades do fabricante. Os prémios que define o PCTSP correspondem agora
aos niveis de desperdicios de alguns clientes. Por essas razodes, designaremos o problema por
Prize Collecting Vehicle Routing Problem with service restrictions (PCVRPsr). As restrigoes
de servigo referem-se a imposi¢ao de servigo aos clientes com contentores cheios.

Na Seccao 2, apresentamos um modelo genérico de fluxo de trés indices para o VRP.
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O modelo de fluxo de trés indices para o PCVRPsr, introduzido na Sec¢ao 3, deriva desse
modelo genérico. Na Secgao 4, aplica-se uma decomposicao de Dantzig-Wolfe a esse modelo,
e sao definidos o problema mestre e o subproblema. Na Secg@o 5, apresenta-se a estratégia
usada no método de particao e geracao de colunas. Na Seccao 6, sao mostrados resultados
computacionais relativos a instancias de teste com diferentes caracteristicas, e, finalmente, na
Seccao 7, sdo retiradas algumas conclusoes sobre a aplicagdo desta abordagem a este novo
problema.

2 Modelo de Fluxo de Trés Indices para o VRP

O VRP pode ser definido numa rede cujos elementos representam informagao no espaco e no
tempo ou simplesmente no espaco. Neste trabalho, recorremos a uma rede caracterizada por
nodos que representam localidades a qualquer instante de tempo e por arcos que traduzem
exclusivamente movimentos no espaco.

Define-se o grafo G = ( V, A), em que V representa o conjunto dos nodos e A o conjunto
dos arcos orientados. Seja N = {1,...,n} o conjunto dos clientes onde existe um contentor
susceptivel de ser recolhido. O depdsito é representado pelos nodos o e d, que o distinguem
enquanto primeira origem e destino final dos veiculos. Um arco (7,j) nao terd nunca por
origem o nodo d ou por destino o nodo o. Os conjuntos V' e A ficam completamente definidos

por V=NU{od}e A={NU{o} x NU{d}}.

A cada cliente i estd associada uma quantidade p; de desperdicios de madeira disponiveis
para recolha. Assume-se que p, = pg = 0. Entre cada par de nodos i e jexiste um tempo de
transito ¢;; no qual se inclui o tempo de servico ao cliente i. Temos ainda que t;; = t;;,Vi,j € V,
ety <tipp+ thj,Vi,j, heV.

Um arco (i,j), com i,j € N, define uma sequéncia valida de recolhas nos clientes i e j. Os
arcos (0,7) e (j,d) representam respectivamente o primeiro e ltimo movimento de qualquer
veiculo, precedido ou seguido por uma recolha no cliente j. Quanto ao arco (o, d), na pratica,
ele corresponde a nao sair do depédsito. Uma rota consiste finalmente numa sequéncia de
recolhas atribuidas a um veiculo da frota. Seja Ko conjunto desses veiculos. Todos os veiculos
tém igual capacidade @ e tempo maximo de transito 7.

A cada arco (7, j) estd associado um custo unitdrio ¢;;, igual & menor distancia, directa ou
indirecta, entre os nodos ¢ e j. De notar que c,q = 0. Tal como para a matriz de tempos de
transito, a matriz de distancias é simétrica e verifica o principio de desigualdade triangular.
Os custos fixos relativo a utilizacdo de veiculos (necessariamente igual para todos eles), se
existirem, sao incluidos nos custos c,j, 7 € N, dado que cada veiculo sai uma tnica vez do
depdsito. Esses custos sdo particularmente importantes nos casos em que se pretende minimizar
o numero de veiculos usados.

Sem perda de generalidade, assume-se que todos os parametros sao inteiros nao-negativos.

O modelo de fluxo de trés indices [10] que adoptaremos para o VRP, e a partir do qual
formularemos um modelo para o PCVRPsr, deriva de uma formulagao proposta em [6, 7, 8]
para o VRP com janelas temporais (VRPTW), para o qual sdo impostos intervalos de tempo
admissiveis para as visitas. As varidveis ij, (i,7) € A, k € K, sao varidveis de fluxo que
tomam o valor 1 se o arco (i,j) pertencer a rota do veiculo k e 0 caso contrario. As varidveis
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Lf e le ,t € V.k € K, representam, ap6s a passagem pelo nodo i, a carga do veiculo k e
a duracao do seu trajecto desde que partiu do depdsito, respectivamente. Os veiculos saem
vazios do depésito, i.e. LK =0,Vk € K.

min. Z Z Cinikj (1)

ke K (2,]) c A

sujeito a

o> Xi=1, Vie N (2)

> XE=1, VkeK (3)
jGNU{d}
ooxE- ) X5=0 VkeK\YjeV\{o,d (4)
ie Nu{o} ie Nu{d}
Yo Xh=1, VkeK (5)
ie Nu{o}
XE(TF +t; —TF) <0, VkeKNY(ij)eA (6)
0<TF<T, VkeKNVieV (7)
XE(LY +pi— L) <0, Vke KV (i,j) €A (8)
0<LF<Q, VkeKNYieV (9)
Xk >0, VkeK,\V(ij) e A (10)

Claramente, sempre que o problema (1)-(10) for possivel, existird uma solugdo éptima inteira
[7]. Contudo, essa formulagao é nao linear e define um espaco de solugoes nao convexo. A
formulacao (1)-(10) pode ser linearizada substituindo as restrigoes (6) e (8) pelas equagoes
(11) e (12) e adicionando a condicao de integralidade (13):

k k k k .
TF+t5 =17 < (1= X35)M, VkeK)\V(ij)eA (11)

k k k s
X} bindrio, YV ke K,V (i,j) € A (13)

M representa um valor suficientemente grande para que as restrigoes sejam redundantes para
X5 =0.

A funcao (1) representa o custo total das rotas. A restri¢ao (2) garante a visita de todos os
clientes por um tinico veiculo. Um veiculo k nao utilizado corresponde a um veiculo que sai do
depdsito-origem o e regressa directamente ao seu depédsito-destino d, i.e. X (’fd = 1. O trajecto
de um veiculo k é descrito pelas restri¢oes de conservagao de fluxo (3)-(5). As restrigoes (6)
e (7) garantem que a duragdo maxima de cada rota nao seja excedida enquanto as restrigoes
(8) e (9) garantem que a capacidade dos veiculos nao seja também excedida. Existem formas
alternativas de definir as restri¢oes de capacidade e duracao que conduzem a formulagoes com
um numero bastante inferior de varidveis e restricoes. Contudo, essa aparente ineficiéncia
faz-se sem prejuizo do método de resolugao adoptado e que apresentaremos mais adiante.
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3  Modelo de Fluxo de Trés Indices para o PCVRPsr

O PCVRPsr consiste numa generalizacao do VRP com restricées adicionais relativas a recolha
de uma quantidade minima de desperdicios de madeira .

O fabricante de aglomerados necessita de ns unidades de desperdicios de madeira. Por
seu lado, os clientes ndo admitem guardar mais de nc unidades desse material. Acima das nc
unidades, um cliente tem de ser visitado; abaixo, podera ou nao sé-lo, consoante as necessidades
do fabricante. Seja N o conjunto de clientes do primeiro tipo (os clientes cheios) e No o
conjunto de clientes do segundo tipo (os clientes semi-cheios). Essas condigdes, que designamos
por restrigoes de servico, distinguem o nosso problema do que seria um PCVRP cléssico, no
qual nao é feita nenhuma distingédo entre clientes. Se fizermos nc = IIél]{[l pi, obtém-se um VRP

2
classico. Com nc = ) p;, o problema reduz-se a um PCVRP cléssico.
1EN

Se existirem clientes cheios, apenas uma parte das necessidades do fabricante tera de ser
satisfeita através dos clientes semi-cheios. Seja ns_v essa quantidade. Temos que nswv =
ns — > p;. Claramente, se ns < > p;, o problema reduz-se a um VRP cldssico.

ieN; i€N,

Baseados no modelo (1)-(13), podemos formular o PCVRPsr da seguinte forma:

min. Z Z cinZ-kj (14)

ke K (i,j) c A

sujeito a
YooY Xh=1, Vie N (15)
o> X<, Vie Ny (16)

Yo dop Y Xjznsw (17)

ke K ieN;  jenu{d}

(3)-(5), (7) e (9)-(13)

A restricao (2) desdobra-se agora nas restrigoes (15) e (16). A primeira impoe a visita
de todos os clientes cheios enquanto a restricao (16) relaxa essa condi¢ao no caso dos clientes
semi-cheios. Em (17) garante-se a recolha das ns_v unidades através dos clientes semi-cheios.

A dimensao do problema condiciona fortemente a sua resolugdo. Como referimos no final
da Seccao anterior, é possivel reduzir a dimensao do modelo reformulando as restri¢cées de
capacidade e duracao através de uma tunica inequacao por veiculo, como é feito usualmente.
Evitava-se assim o recurso as varidveis Tik e Lf. A economia é importante, mas a dimensao do
problema continua consideravel. A formulacio proposta nesta Secgao define |K|x ((N+1)%2—N)
varidveis de fluxo, |K| x N varidveis T e um igual niimero de varidveis de carga L¥. O maior
numero de restrigoes do modelo estd concentrado em (11) e (12). Em cada conjunto, o nimero
de restri¢oes ascende a | K| x ((N +1)2 — N).
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1h 20 mins
A

1h 10 mins 2

2 horas 30 mins

1 h 30 mins

Figura 1: Solugdo valida para a instancia do Exemplo 1.

Exemplo 1 Considere uma instancia do PCVRPsr com 10 clientes, 5 veiculos, cujo grafo
completo é parcialmente definido na Figura 1. As necessidades peridédicas de recolha sao de
50 toneladas. A capacidade dos veiculos é de 30 toneladas e a duragao das rotas é limitada a
1 dia. O nivel limite de stock é de 5 unidades. Qualquer cliente com um nivel de stock acima
dessas 5 unidades é considerado cliente cheio, e tem consequentemente de ser visitado. Na
Figura 1, o depdsito, enquanto origem e destino final, é representado pelos quadrados a preto.
Os clientes cheios sao representados pelos circulos. O valor perto dos simbolos indica a carga
respectiva de cada cliente. A figura apresenta uma solucao vélida para essa instancia na qual
dois veiculos sao usados para servir os clientes com 12,7,5,7 ¢ 9 unidades de desperdicios. As
10 unidades em falta sao recolhidas em trés outros clientes.

Para essa instancia, a formulagao desta Seccao tem 655 varidaveis e 1161 restricdes. Com
as simplificaces sugeridas para as restricoes de capacidade e duracao, o nimero de variaveis
passaria para 555, enquanto o ntimero de restri¢oes cairia para 75. |

E possivel derivar diversos casos especiais notaveis a partir do PCVRPsr. Se fixarmos
o limite nc de stock tolerado no menor valor de stock possivel, relaxarmos as restricoes de
capacidade e duragao e limitarmos o problema a um tnico veiculo, obtém-se um problema
de caixeiro viajante. O problema de empacotamento resulta da fixacdo de nc no seu valor
minimo, da relaxacdo da restricao de duracao e das seguintes alteracoes dos custos: cfj =
1, ke K, i=o(k),jeENe ij = 0 caso contrario. Ambos os problemas sao NP-dificeis [11],
o que faz do PCVRPsr um problema também NP-dificil.

O problema que consiste em determinar se existe uma solugao valida para determinada
instancia do PCVRPsr, quando o nimero de veiculos é livre, é um problema de facil resolugao.
Basta associar um veiculo a cada cliente cheio e completar, eventualmente, as necessidades,
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associando sequencialmente um veiculo a cada cliente semi-cheio. No pior dos casos, este
procedimento requer n operagoes. Se o numero de veiculos for fixo, o mesmo problema é
NP-completo. Por essa razao, muitos dos algoritmos desenvolvidos no ambito dos problemas
de planeamento de rotas assumem que o ntmero de veiculos é livre. Esta conclusao, valida
também para o VRPTW que é um caso especial do PCVRPsr, é um corolario do seguinte
resultado obtido no caso de um unico veiculo sem limite de capacidade [14]:

Teorema 3.1 O problema de decisdo que consiste em saber se determinada instancia do pro-
blema do caizreiro viajante com janelas temporais tem solucdo € NP-completo, mesmo quando
0s tempos de transito sdo simétricos.

4 Decomposicao de Dantzig-Wolfe

Aplicando o método de decomposi¢do de Dantzig-Wolfe [5] ao modelo da Secgao anterior,
é possivel deixar as restricoes de capacidade e duragao das rotas para um subproblema de
caminho mais curto com restri¢oes adicionais, definindo-se um problema mestre de cobertura
de conjuntos.

4.1 Problema Mestre

Dada a formulagao da Seccao anterior para o PCRVPsr, a decomposi¢cao que propomos define
o problema mestre a partir das restrigoes (10)-(17) com a respectiva funcdo objectivo (14)
inalterada e corresponde a um problema de particdo de conjuntos com restrigoes adicionais.
O subproblema é composto pelas restrigdes (3)-(5), (11), (7), (12) e (9)-(13) e consiste ori-
ginalmente em |K| problemas idénticos de caminho mais curto sem ciclos com restri¢oes de
capacidade e duragao, dos quais apenas um é efectivamente considerado.

O poliedro definido pelas restrigdes do subproblema é limitado. Assim, as variaveis de fluxo
Xikj podem ser expressas como uma combinacao convexa e nao negativa dos pontos extremos
desse poliedro, que sao caminhos no grafo G = ( V, A). Se Xj;, representar o valor do fluxo
no arco (7, j) de um ponto extremo p € € do poliedro do subproblema (com  a representar o
conjunto de todos os seus pontos extremos), teremos que:

X5=> MXjp, VkeK\V(ij)eA
peEN

com as seguintes restricoes:
dN=1, VkeK
pEN

Ai>0 VkeKNVpeQ

E possivel associar a cada caminho p € 2 um conjunto de informacdo. Assim, o nimero de

vezes que um caminho pvisita um cliente ¢ e que designaremos por a;;, € igual a > Xijp-
jenNu{d}
Numa solucao vilida, a;, € {0,1}. O custo total ¢, de um caminho pé de >  ¢;;Xijp
(i) € A

unidades. Quanto ao volume [, de desperdicios provenientes de clientes semi-cheios que sao
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recolhidos ao longo de um percurso p, temos que [, = > p; >, Xjjp. Fazendo ainda
ieN2  jenu{d}

Ap= D, )\’; , podemos rescrever o problema mestre da seguinte forma:
keK

min. Z ApCp (18)

peEN
sujeito a
> Nap=1, VieN (19)
peEN
> Map <1, VieN, (20)
peQ
Z Aplp > ns_v, (21)
peEN
Ap bindrio, Vp € Q (22)

Da formulacao de fluxos em arcos original passamos a uma formulacao equivalente com fluxos
em caminhos. Devido & estratégia de partigao escolhida (Subsecgao 5.1), adicionaram-se ao
modelo duas varidveis X, e X, iguais respectivamente ao custo total da solugao e ao niimero
de veiculos efectivamente usados.

E Apcp = X (23)

peEQ)

Yoo =X (24)
pEN{{(0d)}}

Para reduzir problemas de estabilidade numérica associadas ao modelo de particao de conjun-
tos com restri¢oes adicionais (18)-(24) que foram detectados na resolucao de problemas com
estrutura semelhante [6], e pelo facto do subproblema poder, como veremos na préxima Sub-
seccdo, gerar colunas com ciclos (a;, >1), optou-se por um modelo de cobertura de conjuntos
relaxando a restrigao (19):
> Naip =1, VieN (25)
peEN

Mostra-se facilmente que o conjunto de solucées do problema de cobertura de conjuntos é
idéntico ao do problema de particdo de conjuntos, devido a propriedade de desigualdade tri-
angular [1].

A Figura 2 ilustra a estrutura do problema mestre. O problema ¢ inicializado com um
numero restrito de colunas e resolvido através do método de geracao de colunas. Quando
a procura dos clientes cheios é suficiente para cobrir as necessidades do fabricante, apenas
sao geradas rotas de ida e volta entre esses clientes e o depdsito (os restantes clientes sao
obviamente excluidos do modelo). Caso contrario, adiciona-se uma rota por cada cliente
semi-cheio na ordem crescente dos seus indices até que seja garantida a satisfacao total das
necessidades. A varidvel artificial Art foi incluida para garantir a validade dos problemas em
qualquer nodo da arvore de pesquisa. O seu custo Mé muito elevado e os seus coeficientes nas
restrigoes (25) e (20) igual a unidade.
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X. Xg M S N

0 0 a1l a1|Q| > 1
Clientes cheios 0 0 > 1

0 0 A|N1|1 A|N1HQ| > 1

0 0 a1 e AINT+1,)9 < 1
Clt. semi-cheios 0 0 < 1

0 0  anysNer - anNLN2e | S 1
Necessidades 0 0 I; 1, > ns_v
N.2 de veiculos 0 -1 1 1 = 0
Custo total -1 0 c1 Cn = 0

0 0 C1 Cn

Figura 2: Quadro Simplex do problema de cobertura de conjuntos com restrigdes adicionais.

4.2 Subproblema

O Problema de Caminho Mais Curto Sem Ciclos e com Restrigdes de Capacidade e Duragao
(PCMCSCRCD) que resulta de uma simplificacao da formulagao (3)-(5), (11), (7), (12) e (9)-
(13), escolhida para o subproblema, e que nao possui a propriedade da integralidade, é NP-
dificil, e, em geral, de dificil resolucao. Por esse motivo, recorremos a uma formulacao relaxada
do PCMCSCRCD na qual se elimina a condigao de elementaridade imposta aos caminhos. O
problema continua a ser um problema NP-dificil mas para o qual sao conhecidos algoritmos
pseudo-polinomiais. Na solugao inteira 6ptima do problema mestre, onde o overcovering dos
clientes nunca ocorrerd, as colunas associados aos caminhos com ciclos serao todas nulas.

Pretende-se encontrar caminhos cujas colunas associadas no problema mestre tenham custo
reduzido negativo. Designem-se por m; 7,7 e 74 as varidveis duais do problema mestre restrito
associadas as restrigoes (25) e (20) para cada cliente i€N e as restrigoes (21), (23) e (24),
respectivamente. O custo reduzido c;, de um caminho p € Q) é dado por:

/
Cp = Cp— g TiQip — Tily — TeCp — T4
i€ N1UN>

E possivel, por substituicao dos parametros a;p, I, e ¢, e alguns arranjos de termos, chegar a
seguinte equacao para o custo reduzido do caminho p expresso em ordem aos custos dos arcos
de G:
/
=2 2 (ey—mi—mecij)Xip+ > > (cij —mi —mecij — mpi) Xijp+
1€N1 je NU{d} 1€N2 je NU{d}
+ Z (Coj — TcCoj — ﬂ-d)Xij + (Cod — TcCod — 7Toi))(odp
JEN

Os custos dos arcos do subproblema, os custos marginais, baseiam-se nos custos originais e
sao calculados da seguinte forma:

ng:Cij—ﬂ'i—ﬂ'CCij se i€ Ny

/ .

Cz’j = Cjj — T — WcCij — TP; S€ 1 E Ny

/ — .. .. — Y
Cij = Cij — TeCij — Td sei=o0eje N

/— PR — PR — — —
Cij = Cij — TeCij — Tq sei=o0ej=d
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O subproblema consiste assim numa relaxacao do seguinte PCMCSCRCD:
min. Z ¢t Xij (26)
(ij) € A

sujeito a

j e Nu{d}
o Xy—- ). Xu=0 v j e V\{o,d} (28)
ieNu{o} ie Nu{d}
Z Xig =1, (29)
ie Nu{o}
Ti+ti; —T; < (1—X35)M, vV (i,7) € A (30)
0<T;,<T, VieV (31)
Li+pi— Ly < (1-X;5)Q, Vv (i,j) € A (32)
pi <L; <Q, VieV (33)
Xi; >0, vV (i,j) € A (34)
X;; bindrio, v (i,j) € A. (35)
(36)

O subproblema é resolvido através de um algoritmo de programacao dinamica de complexidade
pseudo-polinomial, também usado em [6] para o problema muito semelhante de caminho mais
curto com restrigoes de capacidade e janelas temporais.

5 Pesquisa de Solucoes Inteiras: Método de Particao e Geragao
de Colunas

O modelo do PCVRPsr nao possui a propriedade da integralidade. A solugao éptima inteira
pode ser obtida através do método de particao e geracao de colunas (branch-and-price) que
consiste numa combinagao do método de particao e avaliacdo sucessivas (branch-and-bound)
com o método de geragao de colunas [4]. Em cada nodo da arvore de pesquisa, o limite inferior
dado pela solugao 6ptima da relaxacao linear do PCVRPsr é calculada através do método de
geracao de colunas.

5.1 Estratégias de Particao

Se as particoes baseadas nas varidveis de decisao do problema mestre podem resultar na rege-
neracgao das colunas correspondentes, no caso do problema em estudo, e, de modo geral, no caso
dos problemas de planeamento de rotas formulados nos termos da decomposicao de Dantzig-
Wolfe, mostra-se que essa particdo nao é sequer praticavel [2]. No lugar de uma partigao
nos caminhos, efectuou-se uma partigao nas varidveis originais X;; que correspondem a fluxos
em arcos. Cada ramo da 4rvore de pesquisa resulta da adicao das restricoes X;;=1 e X;;=0.
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Como essas variaveis nao fazem parte da formulacao do problema mestre, é necessario derivar
um procedimento equivalente na formulagao de cobertura de conjuntos que apresentamos na
Seccao anterior.

As modificacoes sao executadas na matriz de custos do problema. Para garantir que o arco
(4,7) nao faz parte de nenhuma solugéo 6ptima (X;;=0), fixa-se um valor elevado ao respectivo
custo ¢;; e eliminam-se do problema mestre as colunas que correspondam a caminhos que
passam por esse arco.

Para garantir a presenca do arco (4, j) na solugao éptima do problema, penalizam-se todos
os arcos que saem do nodo i e todos aqueles que terminam em j, excepto o arco (4, j), fixando
em valores elevados os custos correspondentes. O custo das colunas que incluem esses arcos
¢é actualizado ao mesmo tempo que o valor da funcao objectivo do problema mestre. Dessa
forma, espera-se que uma rota seja forcada a visitar o cliente j imediatamente apds o cliente
1.

Essa estratégia sé faz sentido quando i e j sdo clientes cheios. Para esses casos, um fluxo
fraccionario num caminho que atravessa os clientes ¢ e j implica a existéncia de outros caminhos
que os visitam com fluxos igualmente fracciondrios e passando por arcos diferentes de (i, 7)
(se nao existisse fluxo em quaisquer outros arcos incidentes em i e j, sem contar com o arco
(,7), o fluxo X;; seria igual a 1 e ndo chegaria a ser escolhido para a parti¢do). Com as
penalizagoes introduzidas, a solucao optima deixa efectivamente de o ser porque tem arcos
com custos elevados. A cobertura dos clientes i e j s6 pode ser garantida pelo arco (7,j), o
que obriga assim o seu fluxo a assumir o valor X;;=1. O mesmo acontece quando apenas um
dos clientes é cliente cheio.

Nos casos em que 7 e j sao clientes semi-cheios, o esquema que apresentamos nao garante
por si s6 que o fluxo no arco (i,7) seja mesmo unitdrio. Possivelmente, poderd mesmo ser
nulo se o cliente ¢ nao pertencer a solugao 6ptima do novo problema (os custos de todos
os arcos incidentes em jtém valores elevados a excepgao do arco (i,7)). Lembramos que os

clientes semi-cheios sao sujeitos a restrigdes do tipo > Apaip < 1, podendo, na relaxagao do
peEQ
problema inteiro, atravessa-los um fluxo total fraccionario. Se na solucao 6ptima do problema

de partida todos os arcos que saem de ¢ e todos os arcos que terminam em jtiverem fluxo
nulo, as transformacoes feitas na matriz de custos nao terao qualquer efeito na solucao éptima
do novo problema. Os clientes i e jterdao de passar a ser explicitamente considerados como
clientes cheios, o que implica substituir as restri¢oes correspondentes do tipo ” <” por restrigoes
de cobertura usuais do tipo ”>”. Genericamente, esse procedimento foi adoptado sempre que
a particao envolvia um cliente semi-cheio.

Uma particao do tipo X;;=1 resulta numa agregacao dos clientes 7 e j. A criacao de um
novo problema onde X;;=1 s6 pode ser feita se a soma das duas cargas nao exceder a capacidade
dos veiculos e o tempo de transito entre eles também nao for superior ao limite de duracao
imposto. Caso uma dessas restrigoes fosse violada e fosse, mesmo assim, criado o problema
onde X;;j=1, o problema resultaria numa solucao de custo muito elevado, previsivelmente
nio atractiva. E necessdrio ainda tomar em consideracao as agregacoes efectuadas a niveis
superiores na arvore de pesquisa. Assim, se um cliente [, por exemplo, tiver ja sido agregado
ao cliente ¢, a particao X;;=1 sé serd possivel se a soma das cargas de 4, j e [ for inferior a
capacidade dos veiculos. O mesmo se aplica no caso das duragoes. Esses testes sdo inseridos
na regra de selecgao, inspirada em [6].
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As particoes baseiam-se ainda nas varidveis de custo total X. e do nimero de veiculos
usados X, introduzidas especialmente para esse efeito na formulacao do problema mestre.

5.2 Limite Inferior do Problema de Empacotamento para Deteccao de No-
dos Impossiveis

Em alguns nodos da arvore de pesquisa, a particao efectuada a partir de X4, na qual se impoe
um limite superior ao ntimero de veiculos, pode conduzir a um problema invalido. A detecgao
oportuna dessa situagao permite evitar operagoes de processamento inuteis. Para tal, bastaria
comparar um limite inferior ao ntimero de veiculos necessarios com o limite superior imposto
pela particao.

Esse limite inferior é dado pelo limite inferior para a solugao do problema de empacota-
mento das cargas dos clientes cheios (ou que se vao tornando cheios em virtude da regra de
partigdo) nos veiculos de capacidade limitada, e pode ser calculado com base numa fungao
dual valida apresentada em [9]. Considere, sem perda de generalidade, um problema de empa-
cotamento normalizado, onde a capacidade dos contentores é unitaria e as cargas distribuidas
entre 0 e 1. Uma funcdo w :[0,1] — [0,1] é uma fungao dual vélida se para qualquer conjunto
S de ntmeros reais nao negativos x se verificar:

ZxﬁliZu(a})Sl

z€eSs €S

E vélida a seguinte proposi¢ao enunciada em Fekete e Schepers (1998):

Proposicao 5.1 Se [ = (x1, ..., x,) for uma instancia do problema de empacotamento e u
uma fungdo dual vdlida, entao o limite inferior para a instancia modificada do problema de
empacotamento u(l) = (u(x1), ..., u(x,)) € também um limite inferior para I.

O célculo de um limite inferior para o problema de empacotamento definido a partir das
cargas dos clientes cheios passa pelo calculo de limites inferiores para o problema de empaco-
tamento transformado através de uma fungdo dual valida. Um limite inferior trivial para um
problema de empacotamento I = (1, ..., z,) normalizado é dado por:

Ly(I) = {Z 4

As fungdes duais validas apresentadas por Fekete e Schepers (1998) sdo técnicas de arredon-
damento das cargas cujo objectivo consiste em aumentar o mais possivel o valor das cargas
para assim obter limites inferiores de melhor qualidade. Consideramos apenas uma delas:

u® :]0,1] — [0,1]
. , sex(k+1)eZ
|(k+1)z| £, caso contrério

Calculam-se limites para diferentes valores de k € Z. No final, o limite inferior para o
nimero de veiculos corresponderd ao maior desses valores. Outros limites inferiores para o
problema de empacotamento podem ser encontrados em [13].
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Os limites inferiores sao calculados antes que seja tomada uma decisao de parti¢ao baseada
em Xy e sempre que tenha havido nova agregacao de cargas. Os calculos tomam evidentemente
em conta essa agregacgao, o que implica a gestao de estruturas de dados adicionais que permitam
0 acesso a uma imagem corrigida do grafo do problema. Por exemplo, dois clientes que tenham
sido agregados passam a contar por um Unico nodo com uma carga associada igual a soma
das cargas dos clientes. E necessdrio registar essa informacao em cada nodo da arvore de
pesquisa por forma a garantir que futuras agregacoes sejam feitas tendo em atencao agregacoes
previamente realizadas.

Inicialmente, apenas se conhece um numero restrito de clientes que irao ser visitados (os
clientes cheios). O limite inferior para o nimero de veiculos necessérios s6 pode ser calculado
com base nas suas cargas. Consequentemente, para baixos niveis de profundidade na arvore
de pesquisa, nao sao de esperar limites de muito boa qualidade. Contudo, quanto maior for
a profundidade, maior serd o ntmero de clientes semi-cheios que passam para o grupo dos
clientes cheios, e melhor serd o limite inferior. Por outro lado, se as restricoes de capacidade
dos veiculos forem menos restritivas do que as restricoes de duracgao das rotas, dificilmente o
limite chegard a ser efectivo. O Exemplo 2 ilustra o cdlculo deste limite inferior.

Exemplo 2 Considere uma instancia particular do PCVRPsr com 5 clientes e na qual o nivel
limite de stock foi fixado no menor valor aceitdvel (VRP). A capacidade dos veiculos é de 10

unidades de carga. Para ilustrar como se pode obter limites inferiores de melhor qualidade
n

do que o limite inferior trivial L; = |} xi-‘, em que x; € a carga normalizada do cliente
i=1

1, vamos usar a funcdo dual valida com k =3. As cargas individuais de cada cliente sao,

respectivamente, iguais a 5, 5, 4, 3 e 3. O valor do limite inferior para o nimero de veiculos

calculado no primeiro nodo da arvore de pesquisa é de 2 veiculos (o mesmo que L1). O processo

seguido para o seu calculo foi sintetizado na tabela seguinte:

Cliente i | p; | z;=pi/10 | z; (k+1) | u® ( ;)
1 5) 0.5 2 0.5
2 5) 0.5 2 0.5
3 4 0.4 1.6 1/3
4 3 0.3 1.2 1/3
5 3 0.3 1.2 1/3
2

De facto, é possivel empacotar os 2 itens com peso 5 num veiculo e os itens com pesos 4, 3 e
3, repectivamente, noutro veiculo. Essa solucao pode nao corresponder ao empacotamento que
se verifica na solugao 6ptima do PCVRPsr. Constitui, contudo, um limite inferior ao ntimero
de veiculos necessérios.

Admite-se que a solugdo 6ptima da relaxacao linear do problema mestre tem um nimero
fraccionario de veiculos compreendido entre 2 e 3 e que, no ramo onde foi inserida a restrigao
X4 <2, é escolhido o arco (2,3) para a préxima particdo. Para um dos problemas novos
que deveria ser criado, aquele onde X93=1, a configuracao das cargas passaria a ser a que se
representa na tabela seguinte:
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Cliente 2 | p;
1 5
2e3 9
4 3

5 3

O limite Lq continua a ser igual a 2. Recorrendo a funcao dual véalida, o limite inferior que
se obtém nesse caso passa a ser aproximadamente 2.17 veiculos, conforme se ilustra no quadro
seguinte:

Cliente i | p; | ; =p; /10 | z; (k+1) | u® ( x;)
1 5 0.5 2 0.5
2e3 9 0.9 3.6 1
4 3 0.3 1.2 1/3
5 3 0.3 1.2 1/3
2.17

Claramente esse valor entra em conflito com os dois veiculos maximos impostos pela an-
terior restricao de particao. Identificada essa situagao, apenas o problema onde X93=0 ¢
considerado.

6 Resultados Computacionais

As instancias de teste foram geradas aleatoriamente, segundo distribui¢Ges uniformes e in-
tervalos de valores predefinidos. As instancias geradas podem ser divididas em trés grupos.
Num primeiro grupo, a sombreado escuro na Tabela 1, estao as instancias que representam
problemas estritamente de prize collecting (PCVRP). Nao possuem nenhum cliente cheio pelo
que as visitas aos clientes visa apenas cobrir as necessidades periédicas. A sombreado claro
na mesma tabela encontram-se as instancias que possuem pelo menos um cliente semi-cheio (e
pelo menos um cliente cheio), e cujas necessidades nao sao totalmente cobertas pelas cargas
dos clientes cheios. Nessa situacao, um conjunto de clientes semi-cheios terd mesmo de ser
visitado. No tltimo grupo, temos as instancias cujas necessidades sao cobertas pelas cargas
dos clientes cheios. Essas instancias definem VRPs de dimensao igual ou inferior a V.

Apresentam-se apenas as instancias com 15 e 25 clientes nas quais as capacidades dos
veiculos e o limite imposto a duragao das rotas sao factores efectivamente restritivos e para
as quais foi possivel obter uma solucdo optima em tempos razoaveis. Para instancias de
PCVRPsr com mais de 50 clientes, geradas segundo o mesmo processo aleatério, observa-se
uma degradacao considerdvel dos tempos de resolucdo. A duracdo méxima imposta as rotas,
que define uma espécie de janela temporal dentro da qual se deve efectuar uma visita num
cliente, é geralmente larga e dificulta a resolucao do subproblema de programacao dinamica.
A Tabela 1 resume as principais caracteristicas das 27 instancias utilizadas.

O primeiro problema mestre restrito é definido segundo uma adaptacao da estratégia ”um
cliente — um veiculo”ao caso dos PCVRPsr. Ao fim de cada resolugao do subproblema, sao
inseridas, se existirem, mais que uma coluna atractiva. O problema mestre é resolvido através
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Tabela 1: Instancias de Teste.
Numero Carga Carga
de dos dos Necessidades Capacidade
N clientes clientes clientes Necessidades Residuais dos
semi-cheios cheios semi-cheios veiculos

1 15 0 53 0 45 0 9
2 15 15 0 139 44 44 23
3 15 15 0 53 42 42 9
4 15 0 231 0 67 0 41
5 15 0 54 0 38 0 8
6 15 0 30 0 20 0 2
7 15 15 0 54 35 35 8
8 15 0 35 0 7 0 5
9 15 1 60 2 27 0 8
10 15 13 8 33 23 15 7
11 15 15 0 216 101 101 41
12 15 0 45 0 25 0 8
13 15 8 28 24 35 7 8
14 15 0 177 0 99 0 34
15 15 6 29 12 34 5 6
16 15 5 187 45 101 0 38
17 15 15 0 248 78 78 44
18 25 0 61 0 28 0 5
19 25 25 0 391 386 386 45
20 25 21 36 105 49 13 14
21 25 0 60 0 21 0 4
22 25 0 57 0 46 0 4
23 25 25 0 499 104 104 47
24 25 0 379 0 46 0 32
25 25 8 58 16 66 8 7
26 25 14 91 94 139 48 17
27 25 19 156 286 260 104 41

do Simplex primal. O algoritmo de programagao dinamica nao gera nenhum caminho que
tenha ciclos de ordem inferior ou igual a dois. A estratégia de pesquisa usada foi do tipo
”primeiro em profundidade”.

Nas tabelas de resultados adiante apresentadas, regista-se na primeira coluna o indice da
instancia, conforme a ordem definida na Tabela 1. A segunda coluna identifica a dimensao da
instancia, caracterizada pelo niimero de clientes. A terceira coluna representa o nimero de
veiculos efectivamente usados na solucao Optima inteira. A quarta coluna regista o nimero
de colunas geradas no processo de optimizacao da relaxacao linear do problema mestre. As
trés colunas seguintes indicam os valores obtidos no método de particao e geracao de colunas
(nimero total de colunas geradas ao longo da arvore de pesquisa, nimero de nodos e profun-
didade maxima alcancada). Os tempos de execugao sao registados nas trés colunas seguintes,
distinguindo-se o tempo gasto na resolugao do problema mestre da raiz da arvore de pesquisa e
o tempo gasto nos restantes nodos e indicando o tempo total. As duas iltimas colunas indicam
o valor da solucao 6ptima fraccionaria da relaxacao linear do problema inteiro original e a sua
solugdo éptima inteira. Os resultados foram obtidos num computador com processador Intel
Pentium II, frequéncia de relégio de 450Mhz e 64 Mbytes de meméria RAM, usando o CPLEX
6.0 [12].
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Na Tabela 2, apresentam-se os resultados obtidos para as instancias que possuem pelo
menos um cliente cheio e um cliente semi-cheio, e cujas necessidades residuais sao nao nulas.
A Tabela 3 apresenta uma sintese idéntica de resultados para as instancias da Tabela 1 que
sao VRPs classicos.

Para as instancias representadas na Tabela 2, observa-se um tempo médio de resolucao da
relaxacao linear da ordem dos 42% do tempo total usado na resolucao do problema inteiro. Para
as instancias da Tabela 3, esse valor sobe para os 61.6%. Esta situacao sugere a necessidade do
recurso a heuristicas para a inicializacao do problema mestre mais sofisticadas do que aquela
que foi usada.

A diferenca entre as duas percentagens de tempo é ainda apoiada pela diferenca sensivel
que existe entre os intervalos de integralidade para os dois casos. Para as instancias da Tabela
2, o intervalo médio de integralidade é de 5.4% (sendo o maior de 17,2% para a instancia
n.2 2), enquanto que para as instancias listadas na Tabela 3 esse valor é de apenas 0.9% (o
maior fica-se pelos 3,3% para a instancia 8). A percentagem de tempo gasto no método de
particao e geragao de colunas, para o segundo caso, decresce em consequéncia da diminuicao
do intervalo de integralidade a pesquisar. Uma conclusao imediata consiste em reconhecer
a perda de qualidade do limite inferior fornecido pelo modelo de cobertura com restrigoes
adicionais quando aplicado a instancias que representam PCVRPsr que tenham pelo menos
um cliente semi-cheio a visitar. O aumento do intervalo médio de integralidade justifica em
grande parte os 58% do tempo total de execugao gastos no método de particao e geragao de
colunas na resolucao das instancias da Tabela 2.

Quando as instancias do PCVRPsr tém um racio entre as necessidades residuais e a carga
total dos clientes semi-cheios muito elevado (préximo dos 100%), o intervalo de integralidade
tende a diminuir. A relagao entre as cargas dos clientes semi-cheios e as necessidades residuais
influenciou em alguns casos o desempenho do algoritmo. Constatou-se de facto que os tempos
de resolucao pioravam em algumas instancias onde as proporcgoes de clientes semi-cheios com
cargas baixas e necessidades residuais elevadas eram importantes.

A transformacao das instancias da Tabela 2 em instancias de VRPs confirmam as conclusoes
que tirdmos ha pouco em relagdo ao aumento do intervalo médio de integralidade. Com essa
transformagao, o intervalo médio decresceu significativamente, passando dos 5.4% para os
1.2%.

Na Tabela 4, listam-se os resultados obtidos para as instancias de VRPs obtidas a partir
das instancias da Tabela 2. Comparando os tempos de resolucao das instancias do PCVRPsr
(Tabela 2) com os tempos de resolucao das suas correspondentes transformagoes em VRPs
(Tabela 3), observa-se que, em 6 casos apenas, as instancias do primeiro grupo levaram mais
tempo a serem resolvidas. Em 5 desses casos, o intervalo de integralidade para as instancias do
PCVRPsr era maior do que aquele obtido para as instancias do VRP. Contudo, outros casos
hé em que apesar do intervalo de integralidade ser maior, o tempo de resolu¢ao dos PCVRPsr
é menor. E o caso, por exemplo, da instancia n.22. Para os restantes 8 casos, os tempos de
resolucao das instancias do PCVRPsr é menor.

Novamente, verificamos que a maior parcela do esforco computacional, medida em funcao
do tempo de processamento, é despendida em fases distintas da resolugéo. Para as instancias
do PCVRPsr o tempo continua a concentrar-se nas iteracoes do método de particao e geracao
de colunas, enquanto que para as instancias do VRP o tempo é maioritariamente gasto na



N cols nodos prof. tempo tempo tempo solugao solugao
RL MPGC RL MPGC total RL inteira
15 2 6 25 11 51.41 5.72 57.13 659.60 797.00
15 6 13 125 19 1.71 2.80 4.51 4777.33 5194.00
15 5 14 199 22 0.33 5.60 5.93 3107.50 3586.00
15 4 19 2 1 0.72 0.49 1.21 2259.92 2266.00
15 3 5 0 8 0.06 0.22 0.28 1834.81 1861.00
15 5 31 2 150 20 0.11 2.63 2.74 3446.33 3606.00
15 6 28 9 89 18 0.43 1.54 1.97 4472.17 4689.00
15 2 17 0 67 18 86.4 70.36 156.76 1346.90 1487.00
25 22 4 0 0 0 0.04 0.00 0.04 16900.00 16900.00
25 5 8 0 5 3 0.11 0.22 0.33 3295.29 3353.00
25 3 19 1 47 14 0.71 2.04 2.75 1098.70 1266.00
25 11 65 0 43 16 6.21 1.10 7.31 8842.00 8888.00
25 9 44 25 29 10 0.28 0.82 1.10 7352.00 7397.00
25 7 44 31 312 24 5.16 17.25 22.41 5496.15 5562.00
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N Veic. cols cols nodos prof. tempo tempo tempo solugao solugao

RL MPGC MPGC RL MPGC total RL inteira
1 15 6 56 8 2 1 32.35 1.98 34.33 6138.00 6139.00
4 15 7 30 0 0 0 0.11 0.00 0.11 6801.00 6801.00
5 15 7 46 0 12 7 0.61 0.38 0.99 6254.00 6352.00
6 15 15 0 0 0 0 0.05 0.00 0.05 11870.0 11870.00
8 15 8 28 0 11 5 0.06 0.16 0.22 5804.50 6005.00
9 15 9 23 0 2 1 0.06 0.05 0.11 7202.50 7248.00
12 15 6 58 0 2 1 16.70 0.05 16.75 6029.83 6107.00
14 15 6 64 7 40 16 3.57 3.36 6.93 4551.00 4663.00
16 15 6 23 0 2 1 34.27 17.52 51.79 4703.00 4763.00
18 25 13 73 2 83 15 0.11 2.31 2.42 10697.00 10791.00
21 25 20 20 0 2 1 0.06 0.05 0.11 17879.00 17911.00
22 25 16 54 4 74 12 0.05 1.76 1.81 14606.00 14644.00
24 25 13 83 12 57 14 24.55 4.94 29.49 10692.00 10752.00
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resolugao da relaxacao linear. De facto, em quase todos os casos, a resolucao da relaxagao
linear foi mais rapida para as instancias do PCVRPsr do que para as instancias do VRP. A
Unica excepcao € a instancia 5.

O efeito do limite inferior do problema de empacotamento foi avaliado para os casos mais
favoraveis do PCVRPsr que correspondem a instancias do VRP. O que se observa para as
restantes instancias é uma degradacao progressiva da eficacia em funcao do nimero de clientes
semi-cheios. Nesses casos, o limite inferior s6 consegue actuar a partir de determinados niveis
de profundidade, quando o conjunto de clientes cheios comeca a ganhar maior preponderancia.
Os resultados que apresentamos nas Tabelas 5 e 6 correspondem a aplicagao do nosso algoritmo
as instancias iniciais da Tabela 1 transformadas em instancias do VRP. Parte da Tabela 5 foi
ja apresentada na Tabela 4.

Sao nove as instancias que viram o seu tempo total de resolucdo diminuir. Em média, se
considerarmos todas as instancias, a economia no tempo total de resolugao é de 4.9% (para
a instancia 26 o tempo é reduzido em quase 50%; se retirarmos essa instancia a média passa
para 3.15%). Se tomarmos em consideracdo apenas as instancias em que o limite inferior é
util, a economia sobe para os 14.8%. Esse valor é significativo, comprovando a vantagem da
utilizacao de limites inferiores para o problema de empacotamento no problema de VRP.

7 Conclusoes

Neste artigo, explordmos um novo problema de planeamento de rotas, o Prize Collecting
Vehicle Routing Problem with service restrictions (PCVRPsr). O problema aparece como
uma generalizagao de um Vehicle Routing Problem (VRP) clédssico, no qual se relaxa em parte
a condicao de visita obrigatoria aos clientes. Distiguem-se assim dois grupos de clientes: os
clientes cheios com niveis de desperdicios acima de determinado limite e os clientes semi-
cheios com niveis abaixo desse limite. A visita aos clientes semi-cheios s6 é efectuada se as
necessidades do fabricante nao puderem ser satisfeitas com base nos desperdicios dos clientes
cheios.

Formulou-se um modelo matematico de fluxo de trés indices, ao qual se aplicou a decom-
posicao de Dantzig-Wolfe, que resultou num problema mestre de particdo de conjuntos com
restricoes adicionais, relaxado posteriormente num modelo de cobertura de conjuntos, e num
subproblema de caminho mais curto sem ciclos e com restricoes de capacidade e duragao, que
acabamos por resolver relaxando a condicao de elementaridade dos caminhos. Para a pesquisa
de solugbes inteiras, recorreu-se ao método de particao e geracao de colunas. Calcularam-se
também limites inferiores para o problema de empacotamento, baseados em funcoes duais
validas, para a detecgao antecipada de nodos impossiveis na arvore de pesquisa, o que resultou
em economias de tempo apreciaveis no problema de VRP.

Verificou-se um aumento sensivel do intervalo de integralidade fornecido pelo modelo de
cobertura de conjuntos aplicado a instancias do PCVRPsr com pelo menos um cliente semi-
cheio a visitar. Para as instancias do VRP, que sao casos especiais do PCVRPsr, esse intervalo
era sensivelmente menor. Futuras abordagens deverao procurar formulacoes mais fortes que
resultem em intervalos de integralidade reduzidos. Quanto a relaxagao linear inicial, os tempos
de resolugao foram em geral bem menores no caso do PCVRPsr mas poderiam ser certamente
reduzidos recorrendo-se a heuristicas para obtencao do primeiro problema mestre restrito.



N Veic. cols cols nodos prof. tempo tempo tempo solugao solugao

RL MPGC MPGC RL MPGC total RL inteira
2 15 7 46 11 61 17 63.27 16.64 79.91 4478.50 4751.00
3 15 6 50 3 2 1 4.73 1.37 6.10 5613.00 5661.00
7 15 7 39 0 0 0 0.77 0.00 0.77 5893.00 5893.00
10 15 6 59 4 70 13 1.20 1.93 3.13 5276.67 5401.00
11 15 11 10 0 5 3 0.06 0.05 0.11 9584.50 9782.00
13 15 8 40 4 11 6 0.11 0.49 0.60 5569.50 5574.00
15 15 7 30 0 10 6 0.22 0.33 0.55 5766.67 5819.00
17 15 6 52 23 31 12 198.94 14.94 213.88 5889.00 5973.00
19 25 22 6 0 0 0 0.05 0.00 0.05 18088.00 18088.00
20 25 21 11 0 0 0 0.12 0.00 0.12 17821.00 17821.00
23 25 11 78 97 139 16 1.76 9.23 10.99 9629.50 9890.00
25 25 11 125 14 34 10 10.82 4.89 15.71 9659.50 9680.00
26 25 13 67 25 318 21 0.28 17.41 17.69 11194.00 11289.00
27 25 12 92 36 73 15 6.70 5.72 12.42 10713.20 10755.00
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N Veic. cols Cols Nodos prof. tempo tempo tempo solugao solugao
RL MPGC MPGC RL MPGC total RL inteira
1 15 6 56 8 2 1 32.35 1.98 34.33 6138.00 6139.00
2 15 7 46 11 61 17 63.27 16.64 79.91 4478.50 4751.00
3 15 6 50 3 2 1 4.73 1.37 6.10 5613.00 5661.00
4 15 7 30 0 0 0 0.11 0.00 0.11 6801.00 6801.00
5 15 7 46 0 12 7 0.61 0.38 0.99 6254.00 6352.00
6 15 15 0 0 0 0 0.05 0.00 0.05 11870.00 11870.00
7 15 7 39 0 0 0 0.77 0.00 0.77 5893.00 5893.00
8 15 8 28 0 11 5 0.06 0.16 0.22 5804.50 6005.00
9 15 10 31 0 7 4 0.06 0.11 0.17 7654.83 7695.00
10 15 6 59 4 70 13 1.20 1.93 3.13 5276.67 5401.00
11 15 11 10 0 5 3 0.06 0.05 0.11 9584.50 9782.00
12 15 6 58 0 2 1 16.70 0.05 16.75 6029.83 6107.00
13 15 8 40 4 11 6 0.11 0.49 0.60 5569.50 5574.00
14 15 6 64 7 40 16 3.57 3.36 6.93 4551.00 4663.00
15 15 7 30 0 10 6 0.22 0.33 0.55 5766.67 5819.00
16 15 7 58 0 2 1 78.93 0.00 78.93 5924.50 5960.00
17 15 6 52 23 31 12 198.94 14.94 213.88 5889.00 5973.00
18 25 13 73 2 83 15 0.11 2.31 2.42 10697.00 10791.00
19 25 22 6 0 0 0 0.05 0.00 0.05 18088.00 18088.00
20 25 21 11 0 0 0 0.12 0.00 0.12 17821.00 17821.00
21 25 20 20 0 2 1 0.06 0.05 0.11 17879.00 17911.00
22 25 16 54 4 74 12 0.05 1.76 1.81 14606.00 14644.00
23 25 11 78 97 139 16 1.76 9.23 10.99 9629.50 9890.00
24 25 13 83 12 57 14 24.55 4.94 29.49 10692.00 10752.00
25 25 11 125 14 34 10 10.82 4.89 15.71 9659.50 9680.00
26 25 13 67 25 318 21 0.27 17.41 17.68 11194.00 11289.00
27 25 12 92 36 73 15 6.70 5.72 12.42 10713.20 10755.00
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N Veic. cols cols nodos prof. Tempo tempo tempo solugao solugao
RL MPGC MPGC RL MPGC total RL inteira
1 15 6 56 8 2 1 32.35 1.98 34.33 6138.00 6139.00
2 15 7 46 11 61 17 63.27 16.64 79.91 4478.50 4751.00
3 15 6 50 3 2 1 4.73 1.37 6.10 5613.00 5661.00
4 15 7 30 0 0 0 0.11 0.00 0.11 6801.00 6801.00
5 15 7 46 0 12 7 0.61 0.38 0.99 6254.00 6352.00
6 15 15 0 0 0 0 0.05 0.00 0.05 11870.00 11870.00
7 15 7 39 0 0 0 0.77 0.00 0.77 5893.00 5893.00
8 15 8 28 0 10 5 0.05 0.17 0.22 5804.50 6005.00
9 15 10 31 0 7 4 0.06 0.11 0.17 7654.83 7695.00
10 15 6 59 4 70 13 1.20 1.93 3.13 5276.67 5401.00
11 15 11 10 0 5 3 0.06 0.05 0.11 9584.50 9782.00
12 15 6 58 0 1 1 16.70 0.00 16.70 6029.83 6107.00
13 15 8 40 1 10 6 0.11 0.39 0.50 5569.50 5574.00
14 15 6 64 9 35 16 3.62 3.16 6.78 4551.00 4663.00
15 15 7 30 0 9 6 0.22 0.33 0.55 5766.67 5819.00
16 15 7 58 0 1 1 78.82 0.00 78.82 5924.50 5960.00
17 15 6 52 23 31 12 198.94 14.94 213.88 5889.00 5973.00
18 25 13 73 0 82 15 0.11 2.20 2.31 10697.00 10791.00
19 25 22 6 0 0 0 0.05 0.00 0.05 18088.00 18088.00
20 25 21 11 0 0 0 0.06 0.00 0.06 17821.00 17821.00
21 25 20 20 0 2 1 0.06 0.05 0.11 17879.00 17911.00
22 25 16 54 4 74 12 0.05 1.76 1.81 14606.00 14644.00
23 25 11 78 97 139 16 1.76 9.23 10.99 9629.50 9890.00
24 25 13 83 16 56 14 24.77 2.53 27.3 10692.00 10752.00
25 25 11 125 14 34 10 10.77 4.83 15.6 9659.50 9680.00
26 25 13 67 14 313 21 0.28 8.40 8.68 11194.00 11289.00
27 25 12 92 36 73 15 6.7 5.72 12.42 10713.20 10755.00
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